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Introduction
La connaissance de constantes explicites dans les ine galite s de Sobolev
est tre s utile dans l’e tude de nombreux proble mes ge ome triques. Le cas des
varie te s sans bord a e te abondamment traite ; en revanche, peu de re sultats
ont e te obtenus pour les varie te s a bord. Dans le premier paragraphe du
pre sent article, nous e tendons au cas des varie te s a bord une ine galite de
Sobolev que nous avions montre pour les varie te s sans bord dans [7]. En
effet, (voir the ore me 1.1), si (M, g) est une varie te riemannienne compacte,
a bord convexe, de dimension m>2 et de courbure de Ricci minore e par
une constante k>0, alors toute fonction f # H 21(M) ve rifie l’ine galite :
& f &22m(m&2)V(M)
&2m \ 4(m&1)m(m&2)k &df &22+& f &22+
Dans le second paragraphe, et comme application de cette ine galite ,
nous montrons un re sultat d’isolement pour les applications harmoniques.
En effet, il est bien connu (voir [4]) qu’il n’existe aucune application
harmonique non constante ,: (M, g)  (N, h) d’une varie te riemannienne
compacte (M, g) sans bord, de courbure de Ricci RicM strictement posi-
tive a valeurs dans une varie te (N, h) a courbure sectionnelle _N ne gative.
H. C. Sealey ([12] et [13]), puis J. Eells et L. Lemaire ([3]) ont montre
que si RicM est minore par une constante k>0 et si _N est majore e par
une constante _>0, alors il existe une constante C(m, k, _)>0 telle que,
toute application harmonique ,:(M, g)  (N, h) dont la norme L de la
densite d’e nergie ve rifie &e(,)&<C(m, k, _) est constante.
Par la suite, S. Ilias (cf. [8]) et C. Margerin ([9]) ont de termine une
valeur optimale de la constante C(m, k, _), ainsi qu’une ame lioration de
cette valeur dans le cas ou la varie te source (M, g) est Ka hle rienne. L’objet
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principal du second paragraphe est de montrer un re sultat d’isolement
optimal portant sur la norme Lm2 de la densite d’e nergie de , (i.e. la
m-e nergie de ,). En effet, en utilisant l’ine galite de Sobolev obtenu au
premier paragraphe ainsi qu’une formule a la Reilly (the ore me 2.1), nous
de terminons une constante optimale C(m, k, _) telle que, si , est une
application harmonique de (M, g) dans (N, h) (ve rifiant la condition de
Neumann si M est a bord convexe) dont la m-e nergie est infe rieure a
C(m, k, _), alors , est constante. On peut signaler, qu’il est toujours
possible d’obtenir, via une ine galite de Sobolev et un processus d’ite ration
a la Moser, un re sultat d’isolement Lm2 a partir d’un re sultat d’isolement
L ; cependant, la constante obtenue par cette me thode ne sera jamais
optimale.
Pre liminaires
Soient (M, g) et (N, h) deux varie te s riemanniennes, ou M est compact
et peut avoir un bord.
Pour une application ,: (M, g)  (N, h), sa densite d’e nergie est de finie
par e(,)=|d,| 2 et son e nergie par E(,)=M e(,) d&g , ou |d,| est la norme
d’HilbertSchmidt de d, et d&g est l’e le ment de volume riemmannien de
(M, g). L’e quation d’EulerLagrange de ce proble me variationnel est:
2, := &Tr(Dd,)=0
ou d, est vu comme section de T*M,*TN et D est la connexion induite
par celles de (M, g) et (N, h).
L’extension canonique de la connexion D aux fibre s P T*M,*TN
permit de de finir une diffe rentielle d (donne e par l’antisyme trise e de D), une
co-diffe rentielle d* qui est l’adjoint formel de d et donc un laplacien de
Hodgede Rham (qu’on notera encore 2) de fini par:
2 :=dd*+d *d
Ce laplacien (dans le cas des 1-formes a valeurs dans ,*TN) ve rifie la
formule de Weitzenbock (voir [4]) suivante:
2d,=D*Dd,+d, b RicM&TrXRN(d,, d,(X)) d,(X) (1)
ou RicM est la courbure de Ricci de (M, g) et RN le tenseur de courbure
de (N, h).
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I. Ine galite s de Sobolev
Conside rons une varie te riemannienne (M m, g) a bord M et de dimen-
sion m. Notons [e1 , ..., em&1, em] un repe re local orthonorme tel qu’au
point p # M, e1 , ..., em&1 soient tangents a M et em=’ soit la normale
sortante. D e tant la connexion de Le viCivita de (M, g), la seconde forme
fondamentale du bord M est de finie au point p # M, par:
II(v, w)=(Dv’, w) pour v, w # Tp M
l’application de Weingarten est l’endomorphisme associe a II: II(v, w)=
(Av, w) , et la courbure moyenne de M est alors de finie par:
H :=TrII= :
m&1
i=1
II(ei , ei)
Nous noterons dans la suite H 21(M), l’espace de Sobolev des fonctions
appartenant a L2(M) ainsi que la norme de leur gradient.
L’objet du pre sent paragraphe est de prouver l’ine galite de Sobolev
suivante:
The ore me 1.1. Soit (M, g) une varie te riemannienne compacte sans bord
ou a bord convexe (i.e. II0), de dimension m et telle que RicMk>0.
(1) Si m>2, alors toute fonction f # H 21(M), ve rifie:
& f &22m(m&2)V(M)
&2m \ 4(m&1)m(m&2)k &df &22+& f &22+
(2) Si m=2, alors toute fonction f # H 21(M), ve rifie:
& f &24V(M)
&12 (k&1 &df &22+& f &
2
2)
Dans le cas ou la varie te M est sans bord, la preuve de ce the ore me (cf.
[7]) de coule de la connaissance de l’invariant de Yamabe de (Sm, can),
de l’ine galite isope rime trique de P. Le vy et M. Gromov et d’un proce de
de syme trisation adapte , qui permet de ramener la recherche d’une
telle ine galite a l’ine galite analogue sur la sphe re. Cependant, dans [1],
M. F. Bidaut-Ve ron et L. Ve ron montrent un re sultat d’unicite de la
solution d’une classe d’E.D.P. non line aires et en de duisent une nouvelle
preuve, dans le cas ou M est sans bord, de la me^me ine galite .
Dans ce qui suit, le cas ou M est sans bord ayant de ja e te traite (cf. [7]
et [1]), nous allons nous limiter a la preuve du the ore me ci-dessus dans le
cas ou M est a bord convexe. Pour cela, nous avons besoin de la
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ge ne ralisation suivante du re sultat d’unicite sus-cite , du^ a M. F. Bidaut-
Ve ron et L. Ve ron ([1]):
The ore me 1.2. Soit (M, g) une varie te riemannienne compacte, orien-
table, a bord M convexe (i.e. II0), de dimension m2 et a RicMk0.
Soient q>1, *>0 et . une solution positive de l ’e quation:
2.+*.=.q
(2).
’ |M
=0
(1) Si m=2 et *2k(q&1), alors . est constante, e gale a *1q&1
(2) Si m>2, *mk(m&1)(q&1) et q(m+2)(m&2) et que
l ’une de ces deux dernie res ine galite s est stricte, alors . est constante. De
plus, si (M, g) est a courbure scalaire constante r et non isome trique a
l ’he misphe re Sm+(- m(m&1)r), alors les e galite s *=mk(m&1)(q&1) et
q=(m+2)(m&2) entra@^nent que . est constante.
Pour la preuve de ce the ore me, nous avons besoin du lemme suivant qui
n’est qu’une le ge re modification d’une formule de Reilly (cf. [11]):
Lemme 1.3. Soit (M, g) une varie te riemannienne compacte, orientable,
de bord M. Si u et v sont deux fonctions de C 3(M), alors:
|
M {v( |Ddu| 2&(2u)2)+2u({u, {v)+
1
2
|{u| 2 2v+vRicM({u, {u)= dvg
=|
M {&
1
2
|{u| 2
v
’
+{ \u’+ , { u v
&II({ u, { u)v+2 u \u’+ v&Hv \
u
’+
2
= dvg|M
{ de signe le gradient dans (M, g) et { celui dans M } 2 est le laplacien
de M, II sa seconde forme fondamentale et H sa courbure moyenne.
Preuve du Lemme 1.3. Dans le calcul qui va suivre, nous choisissons en
un point x # M (ou le calcul sera fait), un repe re local orthonorme
[e1 , ..., em] de M tel que e1 , ..., em&1 soient tangents a M et que em=’
soit la normale sortante unitaire. La formule de Bochner, nous donne:
v({2u, {u) =v |Ddu| 2+ 12 (2 |{u|
2)v+vRicM({u, {u)
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et, apre s inte grations par parties, on obtient
|
M
v( |Ddu| 2&(2u)2)=|
M \(2u)v
u
’
+
1
2
v
 |{u| 2
’
&
1
2
|{u| 2
v
’+
&|
M \2u({u, {v)+
1
2
|{u| 2 2v+vRicM({u, {u)+
or, au point x
v 2u
u
’
+
1
2
v
 |{u| 2
’
= :
m=1
i=1
v(Ddu(em , ei) ei (u)&Ddu(ei , ei) em(u))
mais,
:
m&1
i=1
Ddu(em , ei) ei (u)={ u’ , { u&II({ u, { u)
et
:
m&1
i=1
Ddu(ei , ei) em(u)=&2 u
u
’
+H \u’+
2
ce qui permet de conclure.
Preuve du The ore me 1.2. Soit . une solution positive de l’e quation (2).
Posons: u=.: et v=u;, ou : et ; sont deux re els non nuls qu’on de ter-
minera par la suite.
Compte tenu de (2), on a:
2u=:u1+(q&1):&:*u&\:&1: +
|{u| 2
u
dans M
et (3)
u
’
=0 sur M.
en appliquant le lemme 1.3 aux fonctions u et v qu’on vient de de finir, on
obtient:
&
m&1
m |M u
;(2u)2+|
M
2u({u, {u;)+
1
2 |M |{u|
2 (2u;)
+|
M
u;RicM({u, {u)+|
M
II({ u, { u) u;=&J. (4)
ou
J :=|
M \ |Ddu | 2&
1
m
(2u)2+ u;0.
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vu que u est solution de (3) et apre s inte gration par parties on obtient:
A :=&\m&1m + |M u;(2u)2
=&\m&1m + (:;+q) |M u;+(q&1): |{u| 2
+* \m&1m + (:;+1) |M u; |{u| 2&\
m&1
m +\
:&1
: +
2
|
M
|{u| 4 u;&2
de la me^me manie re, on a:
B :=|
M
2u({u, {u;)
=:; |
M
|{u| 2 u;+(q+1):&:;* |
M
u; |{u| 2&; \:&1: + |M |{u| 4 u;&2
et
C :=
1
2 |M |{u|
2 2(u;)=
1
2
B&
;(;&1)
2 |M |{u|
4 u;&2
en remplac ant A, B, et C par leurs expressions successives dans (4), on
obtient:
&J=
1
m \\
m+2
2 + :;&(m&1)q+ |M u;+(q&1): |{u| 2
&
*
m \:; \
m+2
2 +&(m&1)+ |M u; |{u| 2
&
1
2 \;2+; \2&
3
:++2 \
m&1
m +\
:&1
: +
2
+ |M |{u| 4 u;
+|
M
u;RicM({u, {u)+|
M
II({ u, { u)u;
Vu que J0, que la seconde forme fondamentale du bord II0 et que
RicM({u, {u)k |{u| 2, on a:
0&Ja |
M
u;+(q&1): |{u| 2+b |
M
u; |{u| 2+c |
M
|{u| 4 u;&2 (5)
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ou
a=
1
m \\
m+2
2 + :;&(m&1)q+
b=k&
*
m \:; \
m+2
2 +&m+1+
et
c=&
1
2 \;2+; \2&
3
:++2 \
m&1
m +\
:&1
: +
2
+
si l’on parvient a trouver : et ; tels que a0, b0 et c0 et que l’une
de ces constantes soit strictement positive, on de duira de (5) que u (et
donc .) est constante.
Pour cela, posons y=1&: et $=:;, on a:
a=
1
m \
m+2
2
$&(m&1)q+
b=k&
*
m \
m+2
2
$&1+
c= &
1
2:2 \2
m&1
m
y2&2$y+$2&$+
Pour trouver y{1 tel que c0, il suffit que:
2$=
$
m
(2(m&1)&(m&2)$)0
pour m3, ceci est e quivalent a $2(m&1)(m&2). Pour m=2 on a
2$>0 et l’on peut trouver y{1 tel que c>0 (ceci permet de conclure pour
m=2, car pour *mk(m&1)(q&1) on peut choisir $ tel que a0 et
b0).
Si * < mk(m & 1)(q & 1) (i.e. q < mk*(m & 1) + 1) et si q 
(m+2)(m&2), alors on peut choisir $ tel que a0, b0, c0 et a>0
ou b>0 ou c>0.
Dans le cas ou *=mk(m&1)(q&1), on choisit $=2q((m&1)(m+2))
et on a donc a=b=0. La condition q<(m+2)(m&2) implique que
2$>0 ce qui permet de trouver y{1 tel que c>0. Si m>2, *=
mk(m&1)(q&1) et q=(m+2)(m&2) on ne peut choisir $ et y{1 que
tels que a=0, b=0 et c=0. L’ine galite (5) entra@^ne que J=0, c’est-a -dire:
Ddu+
1
m
2u g=0 (6)
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supposons alors que u n’est pas constante et que la courbure scalaire r de
(M, g) est constante. Conside rons le champ X={u. D’une part ce champ
est conforme, car l’e quation (6) signifie que LX g=(2m) \g ou \=
div X=&2u. D’autre part, X e tant conforme, on a (cf. [15]):
0=X(r)=
2(m&1)
m
2\&
2
m
\r
c’est-a -dire:
2\=
r
m&1
} \
et donc:
2 \2u& r(m&1) u+=0 (7)
de plus u’| M=’| M (2u)=0, car par (3), on a:

’
(2u)=

’ \au1+(q&1):&:*u&\
:&1
: +
|{u| 2
u + et par (6) :

’
|{u| 2=2 :
i
Ddu(’, ei) Dei u=&2
2u
m
u
’
.
On de duit donc de (7) que 2u&r(m&1)u=constante; et en de rivant
deux fois on obtient:
{
Dd\+
r
m(m&1)
\g=0
\
’ |M
=0
mais u n’e tant pas constante, \ n’est pas identiquement nulle. Le the o-
re me 4.2 d’Escobar [5] (qui est l’e quivalent du the ore me d’Obata pour les
varie te s a bord) permet de conclure que (M, g) est isome trique a
l’he misphe re (Sn+ , m(m&1)r can). K
De ce the ore me, nous allons de duire l’ine galite de Sobolev recherche e:
Preuve du The ore me 1.1. (1) Conside rons la famille de fonctionnelles:
Iq(,)=&{,&22+
mk
(q&1)(m&1)
&,&22 ou 1<q<
m+2
m&2
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et posons +q=Inf[Iq(,), , # H 21(M) et &,&q+1=1]. La compacite des
inclusions H 21(M)/L2(M) et H
2
1(M)/Lq(M) montre que +q est atteint
par une fonction ,q>0 (et donc +q>0) qui ve rifie faiblement l’e quation:
{
2,q+
mk
(q&1)(m&1)
,q=+q,qq dans M
,q
’ |M
=0
un re sultat de re gularite du^ a P. Cherrier (cf. [2]) montre qu’en fait
,q # C(M). En appliquant le the ore me 1.2 on de duit que
,q=V(M) &1(q+1) et +q=
mk
(q&1)(m&1)
V(M)(q&1)(q+1).
On a donc pour toute fonction f # H 21(M):
& f &2q+1V(M)
&((q&1)(q+1)) \(q&1)(m&1)mk + &{f &22
+V(M)&((q&1)(q+1)) & f &22
en faisant tendre q  (m+2)(m&2), on obtient l’ine galite souhaite e.
(2) Pour m=2, le minimum Minf # H12(M)((&{f &
2
2+k & f &
2
2)& f &
2
4) est
atteint par les constantes. En effet, par le the ore me 1.2, pour *k, toute
fonction positive f ve rifiant 2f+*f= f 3 est constante. D’ou l’ine galite
cherche e.
II. Une estimation optimale de la m-energie d’une
application harmonique
Nous allons commencer par e tendre une formule de Reilly ([11])
connue pour les fonctions a valeurs dans R, aux applications entre varie te s:
The ore me 2.1. Soient (M, g) une varie te riemannienne compacte, orien-
table, de dimension m et ,: (M, g)  (N, h) une application C  quelconque.
On a:
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|
M
( |Dd,| 2&|2,| 2+RM, N(d,))dvg
=|
M
(Tr(D(d,(’)), d,)&Tr(d, b A, d,)
+(2M,, d,(’)) &H |d,(’)| 2) dvg |M
ou ’ et A de signent, respectivement, la normale sortante unitaire et l ’applica-
tion de Weingarten de M. De plus, si (ei)i (resp. ( fj) j) est une base orthonor-
me e de Tx M (resp. Ty M):
RM, N(d,) |x=:
i
(d,(RicM(ei)), d,(ei))
&:
i, k
RN(d,(ei), d,(ek), d,(ei), d,(ek))
Tr(d, b A, d,) | y=:
j
(Dfj(d,(’)), d,( fj))
et
Tr(d, b A, d,) | y=:
j
(d,(Afj), d,( fj))
Preuve. En utilisant la formule de Weitzenbock (1) et apre s une
inte gration par parties, on obtient:
|
M
|2,| 2+|
M
(d,(’), 2,) +|
M
(D’ d,, d,)=|
M
|Dd,| 2+|
M
RM,N(d,)
Choisissons en un point p # M, ou on fait le calcul, un repe re
orthonorme ( fj) j=1, ..., m tel que fm=’. On a alors:
(D’d,, d,) +(d,(’), 2,)
= :
m&1
j=1
( (D’d,)( fj), d,( fj)) & :
m&1
j=1
( (Dfj d,)( fj), d,(’))
or
:
m&1
j=1
( (D’d,)( fj), d,( fj))
= :
m&1
j=1
((Dfj(d,(’)), d,( fj)) )&(d,(Afj), d,( fj))
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et de me^me:
& :
m&1
j=1
( (Dfj d,)( fj), d,(’))=(2
M,, d,(’))&H |d,(’)| 2
d’ou le re sultat. K
A partir du the ore me 2.1 on peut de duire imme diatement les re sultats
suivants, dus a Sealey (cf. [12] et comparer a sa preuve):
(1) Soient (M, g) une varie te riemannienne compacte orientable a
bord convexe (i.e., 60) et , : (M, g)  (N, h) une application harmoni-
que satisfaisant a la condition de Neumann d,(’)=0 sur M. Si RicM0
et _N0 alors , est totalement ge ode sique. Si en plus RicM>0 ou M est
strictement convexe (i.e., 6>0) en au moins un point alors , est constante.
(2) Soient (M, g) une varie te riemannienne compacte orientable
a bord et , : (M, g)  (N, h) une application harmonique telle que
, |M=constante. Si RicM0, _N0 et H0, alors , est totalement
ge ode sique. De plus, si M n’est pas minimale ou si RicM>0 en au moins
un point, alors , est constante.
Ces re sultats ge ne ralisent au cas a bord un re sultat classique de Eells
Sampson (cf. [3]).
Nous allons maintenant de duire du the ore me 2.1 et de l’ine galite de
Sobolev du premier paragraphe le:
The ore me 2.2. Soit (M, g) une varie te riemannienne compacte, orien-
table, de dimension m2, sans bord ou a bord convexe et telle que RicM
k>0. Soient (N, h) une varie te riemannienne a courbure sectionnelle majore e
par une constante _>0 et , : (M, g)  (N, h) une application harmonique,
ve rifiant la condition de Neumann d,(’)=0 sur M (si M{,).
Si l ’une des conditions suivantes est ve rifie e, alors , est constante:
(1) m=2 et V(M)&12 &e(,)&2<
2k
_
.
(2) m=3 ou 4 et V(M)&2m &e(,)&m2<
m3(m&2)
4(m&1)3 _
(3) m5 et V(M)&2m &e(,)&m2<
mk
(m&1)_
.
Preuve. Tout d’abord, les hypothe ses sur les courbures permettent
d’obtenir:
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RM, N(d,) :=:
i
(d,(RicM(ei)), d,(ei))
&:
i, k
RN(d,(ei), d,(ek), d,(ei), d,(ek))
k |d,| 2&_( |d,| 4&|,*h| 2) (8)
et par l’ine galite de CauchySchwartz, on a:
|,*h| 2=:
i, j
(d,(ei), d,(ej)) 2:
i
|d,(ei)| 4
1
m
|d,| 4 (9)
On de duit alors, du the ore me 2.1, de (8) et (9):
&Dd,&22+k &e(,)&1&\m&1m + _ &e(,)&220 (10)
une ame lioration de l’ine galite de Kato pour les applications harmoniques
(cf. [10] et [14]) permet de voir que:
- e(,)=|d,| # H 21(M) et |d |d,| | 2
m&1
m
|Dd,| 2
ce qui permet de de duire de (10):
m
m&1
&de(,)12&22+k &e(,)&1&\m&1m + _ &e(,)&220 (11)
Pour m>2, l’ine galite de Ho lder et (11) nous donnent:
m
m&1
&de(,)12&22+k &e(,)
12&22\m&1m + _ &e(,)12&22m(m&2) &e(,)&m2
et en utilisant l’ine galite de Sobolev du the ore me 1.1:
\ mm&1+ &de(,)12&22+k &e(,)12&22
\m&1m + V(M)&2m _ \
4(m&1)
m(m&2)k
&de(,)12&22+&e(,)12&22+ &e(,)&m2
d’ou
&de(,)12&22 \ 4(m&1)
2_
m2(m&2)k
V(M)&2m &e(,)&m2&
m
m&1+
+&e(,)12&22 \\m&1m + _V(M)&2m &e(,)&m2&k+0 (12)
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si
&e(,)&m2<
mk V(M)2m
(m&1)_
min \m
2(m&2)
4(m&1)2
, 1+ ,
alors on de duit de (12) que , est constante. D’ou le re sultat du the ore me
pour m>2.
Pour m=2, l’ine galite (11) s’e crit
2 &de(,)12&22+k &e(,)&1
_
2
&e(,)&22=
_
2
&e(,)12&24 &e(,)&2
l’ine galite de Sobolev 2) du the ore me 1.1 permet de de duire:
2 &de(,)12&22+k &e(,)&1
_V(M)&12
2
&e(,)&2 (k&1 &de(,)12&22+&e(,)
12&22+
d’ou
&de(,)12&22 \ _2k V(M)&12 &e(,)&2&2+
+&e(,)12&22 \_2 V(M)&12 &e(,)&2&k+0 (13)
si &e(,)&2<(2kV(M)&12)_, alors on de duit de (13) que , est constante.
Remarques.
 Le the ore me 2.2 est optimal (sauf pour les dimensions 3 et 4)
comme on peut s’en convaincre, par exemple en conside rant le plongement
canonique d’une sphe re (ou d’un he misphe re) dans une autre sphe re. Il
ame liore les re sultats obtenus dans [8] et [9].
 Un re sultat similaire peut e^tre obtenus pour les applications
holomorphes entre varie te s Kahle riennes sous une hypothe se sur la cour-
bure bisectionnelle (au lieu de la courbure sectionnelle) de la varie te but.
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